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1. 中文摘要 

本計畫乃針對非二元 LDPC 碼在解碼時，精確的事前軟式訊息不易從通道上

直接獲得之應用，設計具有多隨機符元錯誤改錯能力之低複雜度解碼演算法。非

二元 LDPC 碼在軟式判決解碼時所需的事前軟式訊息將由 RS 碼之偵錯器輸出獲

得，稱為虛擬軟式訊息。非二元 LDPC 碼即利用該虛擬軟式訊息當作事前軟式訊

息，進行置信度傳遞解碼。因此我們將設計混合乘積碼以獲得該虛擬軟式訊息，

該混合乘積碼是由非二元 LDPC 碼與 RS 碼串接組成。  
非二元 LDPC 碼在改錯性能上比二元 LDPC 碼更優異，但其解碼複雜度較

高。本計畫將針對非二元 LDPC 碼的解碼演算法中，複雜度最高的校驗節點處理

部分研究降低複雜度的方法；所設計的新解碼演算法主要是基於低複雜度的

Min-Max 演算法及可提升解碼收斂速度的分層解碼方法。 
計畫將達成下列目標：(1)設計串接非二元 LDPC 碼與 RS 碼之混合乘積碼。(2)
理論推導非二元 LDPC 碼解碼所需之虛擬軟式訊息。(3)使用虛擬軟式訊息作為

事前軟式訊息，設計低複雜度的非二元 LDPC 碼之解碼演算法，使得性能與運算

複雜度上獲得最佳權衡。(4)針對所提出的方法進行複雜度與性能模擬分析，並

與國內外研究所提出的方法比較，驗證所提出方法的有效性。(5)針對所提出使

用虛擬軟式訊息於非二元 LDPC 碼的解碼演算法，設計具有低複雜度的 FPGA 硬

體。 
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2. 英文摘要 

In this project, the low-complexity decoding algorithm of nonbinary low-density 
parity-check code (NB-LDPC) is studied and designed to correct multiple random 
symbol errors for some applications whose prior soft information is difficult to obtain 
from channel. The prior soft information, known as pseudo-soft information, required 
for the soft-decision decoding of NB-LDPC code is provided from the error detector 
output of RS code. Then this pseudo-soft information is used as the prior soft 
information for the brief-propagation (BP) decoding of NB-LDPC code. Therefore, 
we design the hybrid product codes in which NB-LDPC code is concatenated with the 
Reed-Solomon (RS) code to obtain the pseudo-soft information. 

NB-LDPC codes have better error correcting performance than binary LDPC 
codes, but the decoding complexity is high. Since check node processing as part of BP 
decoding algorithm has highest complexity, the method to lower the computational 
complexity is studied in the project. The new designed decoding algorithm is mainly 
based on the low-complexity Min-Max algorithm and the layered decoding scheme 
which can improve decoding convergence speed. 
The following objects of this project will be achieved. (1) A hybrid product code in 
which NB-LDPC code is concatenated with the RS code is designed. (2) The 
pseudo-soft information for the BP decoding of NB-LDPC code is derived 
theoretically. (3) By using the pseudo-soft information as the prior soft information, 
a low complexity decoding algorithm of NB-LDPC code is designed to achieve a 
good performance and complexity trade-off. (4) To examine the true efficiency of 
the proposed method, we perform simulations and analyze performances and 
computational complexity of the proposed encoding and decoding method. The 
comparisons with the existing methods are also provided. (5) A low complexity 
FPGA hardware of the proposed decoding algorithm with pseudo-soft information 
for NB-LDPC code is designed. 
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3. 研究目的 

本計畫之目的乃針對 NB-LDPC 碼在解碼時，精確的事前軟式訊息不易從通

道上直接獲得之應用(例如：高速光通訊、快閃記憶體，高密度的磁性儲存器等)，
設計具有多隨機符元錯誤(multiple random symbol errors)改錯能力之低複雜度解

碼演算法。NB-LDPC 碼在軟式判決解碼時所需的事前軟式訊息將由 RS 碼之偵

錯器輸出獲得，稱為虛擬軟式訊息(pseudo-soft information)。NB-LDPC 碼隨即利

用該虛擬軟式訊息作為事前軟式訊息，進行置信度傳遞(BP)反覆運算解碼。基於

此，首先將設計混合乘積碼(hybrid product code) 以獲得該虛擬軟式訊息，而該

混合乘積碼由兩類組成碼(component code)串聯組合而成串接碼(concatenated 
codes)，以 NB-LDPC 碼為外碼(outer code)，RS 碼為內碼(inner code)。 

NB-LDPC 碼在改錯性能上比二元 LDPC 碼更加優異，但其解碼複雜度較

高，本計畫接著將對 NB-LDPC 碼的 BP 解碼演算法中，複雜度最高的校驗節點

處理部分研究降低複雜度的方法，主要以可提升解碼收斂速度的分層解碼方法和

低複雜度的 Min-Max 演算法為基礎，設計一種新的解碼演算法。  
計畫研究達成下列創新目標：(1)設計以 NB-LDPC 碼為外碼，RS 碼為內碼

之串接式混合乘積碼。(2)理論推導出 NB-LDPC 碼解碼時所需之虛擬軟式訊息。

(3)針對高數據傳輸率的應用，使用虛擬軟式訊息作為事前軟式訊息，開發低複

雜度且易於硬體實現的 NB-LDPC 碼解碼演算法。(4)基於符元錯誤率(symbol 
error rate)性能進行模擬分析，以獲得最佳的 NB-LDPC 碼與 RS 碼串接組合。(5)
針對所提出的 NB-LDPC 碼之解碼演算法進行複雜度分析，並與國內外研究所提

出的方法比較。(6)針對所提出的 NB-LDPC 碼之解碼演算法進行改錯性能模擬分

析，並與國內外研究所提出的方法比較，驗證所提出方法的有效性。(7)針對所

提出使用虛擬軟式訊息於 NB-LDPC 碼的解碼演算法，設計具有低複雜度的

FPGA 硬體。 

4. 文獻探討 

低密度奇偶檢查(low-density parity-check, LDPC)碼於 1962 年由 Gallager[1]
所提出的一種錯誤控制編碼，具有優良的改錯性能，但自從它被提出之後，直到

1981 年才由 Tanner[2]提出使用圖形理論(graph theory)構建 LDPC 碼之編解碼方

法而重新受到研究者的重視。於文獻[3]提出 LDPC 碼反覆運算訊息互傳解碼方

法，文獻[4][5]證明 LDPC 碼在加成白色高斯雜訊(additive white Gaussian noise, 
AWGN)通道下可達到趨近於 Shannon 容量。LDPC 碼除具有接近 Shannon 限界

的優異性能外，尚具有下列優點：與 Turbo 碼相比解碼演算法的複雜度較低；誤

碼平層(error floor) 較低；具有平行且反覆運算的架構，解碼速度快，解碼器簡

單且硬體成本低，適合於硬體的實現；又因為 LDPC 的奇偶檢查矩陣有著稀疏特

性，位元與位元之間相隔比較遠，因此具有等同於交錯器的效果，使其在編碼時

不需要額外的交錯器。目前在深空通訊、無線區域網路(IEEE 802.11n)[6]、WiMax 
(IEEE 802.16e)[7]、衛星數位視訊廣播標準(DVB-S2)[8]等系統中皆被採用，因此

在未來有關 LDPC 碼的應用將相當的廣泛。    
二元LDPC碼在實際中已經得到了廣泛的應用，另研究發現非二元LDPC 

(nonbinary LDPC, NB-LDPC)碼的性能比二元LDPC碼更加優異[9]，主要表現在以
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下幾個方面：第一：NB-LDPC具有更好的多隨機符元錯誤(multiple random symbol 
errors)之偵錯與改錯能力。有限場 ( )GF q 上的NB-LDPC碼的具有更低的錯誤平層

(error floor)和快速的收斂性；第二：NB-LDPC碼有較強的抗叢發錯誤(burst error)
能力。實際通道中產生的錯誤經常是叢發錯誤或叢發錯誤與隨機錯誤並存。而二

元LDPC碼的抗叢發錯誤能力不是很強，因此在實際系統中通常需要與RS碼串

聯。由於NB-LDPC碼可以將位元錯誤合併成較少的符元(symbol)錯誤，因而

NB-LDPC碼改正叢發錯誤的性能優於二元LDPC碼；第三：NB-LDPC碼更適合

高速率傳輸系統，例如光通訊。NB-LDPC碼是基於高階有限場設計的，因此非

常適合與高階調變或多天線系統結合，從而提供更高的資料傳輸速率和頻譜利用

效率。因此，高性能NB-LDPC碼的編解碼是很重要的研究領域[10-13]。NB-LDPC
碼的可構建較長的Tanner圖周長(girth)，這種特性使得對其解碼的最佳化成為可

能，周長更長隱含著短環路對解碼收斂性的影響更小，因此使得基於置信度傳遞

(brief propagation, BP)解碼或和積演算法(sum-product algorithm, SPA)能更有效地

趨近最大似然(maximum likelihood)解碼演算法。NB-LDPC碼的優勢還表現在高

階調變方面，假設NB-LDPC碼所處的有限場的階數為a，調變星座的階數為b，
那麼很多情況下a都是大於b的，這樣就使得解碼器得到的事前訊息 (prior 
information)是不相關的向量，有利於實現最佳解碼，從而獲得更好的改錯性能，

因此，NB-LDPC碼非常適合應用在高階調變系統，實現高速率的資料傳輸。這

些成果同時也說明NB-LDPC碼擁有廣泛的應用前景，足以在通信與存儲系統中

替代RS碼。 
關於NB-LDPC之解碼研究，1998年Davey和MacKay第一次提出NB-LDPC碼

[14]，在文獻中提出了一種NB-LDPC碼之q-ary和積解碼演算法(QSPA)，但是在

編碼增益增加的同時，解碼複雜度隨著編碼場元素的增加迅速變大，變得非常不

利於硬體實現。因此，在一段時期內，NB-LDPC碼的研究與應用並不像二元LDPC
碼那樣廣泛，發展速度也受到了一定程度的限制。但後來的研究說明，NB-LDPC
碼的複雜度是可以被降低的。Fossorier提出的擴展最小和(extended min-sum, EMS)
解碼演算法[15]和Lin Shu等學者提出的非二元QC-LDPC碼[16][17]，顯著降低了

NB-LDPC碼的實現複雜度[18]。文獻[19]提出Min-Max演算法，其含有兩種LLR 
(Log-Likelihood Ratio)實現方式，一種是標準實現方式，它的複雜度與有限場元

素的個數平方成正比；另一種是選擇性實現方式，相較於標準實現方式，這種實

現方式的複雜度更低，這就使得Min-Max演算法在實際應用方面表現出了很強的

吸引力。 
在一系列LDPC碼中，結構化的QC-LDPC碼得到了廣泛的應用，這主要是因

為QC-LDPC碼在硬體實現層面效率很高，並且它的解碼性能很好，而分層解碼

(layered decoding)方法非常適合於QC-LDPC碼的解碼方法。分層解碼方法不僅可

以應用到二元LDPC碼[20][21]，而且同樣適用於NB-LDPC碼[22][23]。分層解碼

方法不僅可有效地增加解碼的收斂速度，從而使得解碼所需的最大反覆運算次數

大大降低，使得數據輸送量得到了極大的提高，而且在一定程度上改善了解碼性

能，因此該解碼方法在學術上和工業應用上都受到了極大的關注。  
一般而言，NB-LDPC碼進行解碼時需要有精確的事前軟式訊息(prior soft 

information)，以進行軟式BP解碼演算法。但對於某些應用，其精確的軟式訊息

將較難以從通道中直接獲得[24-33]，例如：高速光通訊、快閃記憶體，高密度的

磁性儲存器等。雖然上述應用的軟式訊息可經由量化獲得，但量化的軟式訊息將

使得性能降低，且在硬體實現的複雜度將隨量化的離散取值的數量而增加
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[25][32]。在文獻[33]說明軟式訊息使用3個位元量化時，在位元錯誤率為10-6時，

編碼增益(coding gain)損失3dB。因此本計畫將研究在某些應用缺乏事前軟式訊息

的情況下，針對NB-LDPC碼，開發可使用軟式判決解碼(soft-decision decoding)
之BP演算法，其所需的事前軟式訊息將由Reed-Solomon (RS)碼的偵錯器(error 
detector)輸出獲得，稱為虛擬軟式訊息(pseudo-soft information)；基於此首先需設

計以NB-LDPC碼為外碼，以RS碼為內碼之串接式混合乘積碼，以獲得虛擬軟式

訊息。為方便說明本計畫的研究方法，先就乘積碼的背景描述如下。 
乘積碼最早由 Elias 於 1954 年提出[34]，但由於過高的解碼複雜度和當時的

硬體實現能力限制了其應用。1993 年由 C. Berrou 等人提出的 Turbo 碼[35]採用

了軟式訊息反覆運算解碼的構想，經研究證明其改錯性能可接近 Shannon 限界，

因而成為編碼領域的研究重點，並被廣泛應用於深空通信和行動通信領域。但另

一方面由於其解碼演算法的複雜性，導致其解碼器結構較複雜、成本過高而且解

碼器的處理速度受到限制。1994 年，R. Pyndiah 將 Turbo 軟式訊息反覆運算解碼

的構想應用於乘積碼之中，提出了方塊 Turbo 碼(block Turbo code，BTC)，又稱

Turbo 乘積碼(Turbo product codes，TPC)[36]，從這個時期開始更多的學者和研

究機構開始重新關注和研究乘積碼。相對於 Turbo 碼而言，乘積碼有效地實現了

解碼性能與硬體實現複雜度的折衷，很容易由硬體實現。大量研究證明，Turbo
乘積碼可以做到高碼率，近通道容量時仍可保持較好的性能，而且具有很強的抗

衰落、抗干擾能力，正是基於這一點，在通道條件較差的無線通訊系統中 Turbo
乘積碼具有很大的應用潛力。乘積碼的概念是一種能用兩個或多個短碼構建為長

碼的有效方法。 
n2

k2

n1

Information symbols 

Check on columns

Checks 
on rows

k1

Checks 
on 

checks
 

圖 1 乘積碼 1 2P C C  之構成 

考慮兩個系統線性方塊碼：參數為 1 1 1( , , )n k  的 1C 碼和參數為 2 2 2( , , )n k  的

2C 碼，其中 1 2,n n 為碼長， 1 2,k k 為資訊數， 1 2,  表示碼的最小距離(minimum 

distance)。如圖 1 所示。乘積碼 1 2C C 構成如下： 

(1) 將 1 2( )k k 資訊排成 1 2k k 矩陣。 

(2) 用 2C 碼對 1k 列進行編碼，得到 1 2( )k n 矩陣。  

(3) 對上一步驟所得到的 1 2( )k n 矩陣，用 1C 對 2n 行進行編碼，得到

1 2( )n n 碼字矩陣 P。 
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所獲得的乘積碼 1 2P C C  的參數為 1 2 1 2 1 2( ,  ,  )n n n k k k         。碼率

1 2c c cR R R  ，其中
icR 為 iC 碼的碼率。由於 1 2,C C 為系統碼，顯然碼字矩陣 P 的

全部 1n 列都是 2C 的碼字而所有 2n 行都是 1C 碼的碼字。 

當 BTC 解碼器接收到一組碼字時，首先按照編碼器的結構把序列恢復成一

個碼塊 R。如圖 2 所示 BTC 採用反覆運算解碼的方式，每輪反覆運算解碼都先

把碼塊的各列逐一列列解碼，列的解碼結束的碼塊記為 R ，並進行如下更新：

  R R W ，其中 W 為上次解碼所獲得的外部資訊(extrinsic information)，係

數 的作用是控制外部資訊對 soft-in soft-out (SISO)解碼器的影響，在前幾輪反

覆運算中位元錯誤率相對較高，外部資訊尚未很可靠， 可以取較小的值，隨著

反覆運算次數的增多，位元錯誤率逐步降低，此時可將 的值逐步增大，使外部

資訊可被充分利用。然後進行的解碼，相當於將碼塊轉置，然後逐列解碼，最後

再將碼塊轉置，再進行更新：   R R W ，這樣就完成了一輪反覆運算解碼。 

+ Decoding of rows or 
columns of matrix

Delay line

[W(m+1)]

[R][R][R]

[W(m)] [R(m)]

 

圖 2 Block turbo decoder 方塊圖[3] 

乘積碼可由兩類組成碼(component code)串聯組合而成串接碼(concatenated 

codes)。由於LDPC碼具有接近Shannon限界的優異性能外，並可視為由多個單一

奇偶檢查碼(single parity-check (SPC) codes)交錯連接而成，因此LDPC碼可選擇為

構成乘積碼其中之一組成碼。  
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5. 研究方法 

     本計畫研究乃針對NB-LDPC碼在解碼時，精確的事前軟式訊息不易從通道

上直接獲得之應用(例如：高速光通訊、快閃記憶體，高密度的磁性儲存器等)，

開發具有多隨機符元錯誤改錯能力之低複雜度解碼演算法。NB-LDPC碼在軟式

判決解碼時所需的事前軟式訊息將由RS碼之偵錯器輸出獲得，稱為虛擬軟式訊

息。NB-LDPC碼隨即利用該虛擬軟式訊息進行置信度傳遞(BP)反覆運算解碼。

為獲得該虛擬軟式訊息，我們首先需設計混合乘積碼，該混合乘積碼由兩類組成

碼串聯組合而成串接碼，以NB-LDPC碼為外碼，RS碼為內碼。研究方法說明如

下：(1)設計以NB-LDPC碼為外碼，RS碼為內碼之串接式混合乘積碼。(2)理論推

導NB-LDPC碼解碼時所需的虛擬軟式訊息。(3)使用上述所獲得的虛擬軟式訊息

作為事前軟式訊息，開發NB-LDPC碼解碼演算法，以有效對抗叢發錯誤及多隨

機符元錯誤，並使得在解碼性能與運算複雜度上取得最佳的權衡(trade-off)。(4)

進行符元錯誤率性能之模擬分析，獲得最佳的RS碼與NB-LDPC碼之串接組合。

(5)針對所設計的NB-LDPC碼的解碼演算法進行運算複雜度分析與改良，並與國

內外研究所提出的方法比較。(6)模擬分析與改良所設計的NB-LDPC碼的編碼增

益性能，並與國內外研究所提出的方法比較，驗證所提出方法的有效性。(7)本

計畫研究所設計之編解碼方法將具有低複雜度與易於硬體實現的特性，因此將針

對所提出的混合乘積碼及NB-LDPC解碼演算法進行低複雜度的FPGA硬體電路

設計。將研究方法分別說明如下。  

5.1 串接NB-LDPC碼與RS碼的混合乘積碼之設計方法 

串接NB-LDPC碼與RS碼之混合乘積碼研究方法說明如下。讓 ( , )R RN K RS碼

RC 當作內碼， ( , )L LN K  NB-LDPC碼 LC 當作外碼，其中 ,R LN N 分別表示RS碼與

NB-LDPC碼的碼長， ,R LK K 分別表示RS碼與NB-LDPC碼的資訊長度，碼向量的

各元素均取值於有限場 ( 2 )pGF q  ，其中p為訊息符元的位元數；所構成的混合

乘積碼 L RP C C  如圖3所示。混合乘積碼的訊息結構安排如圖4所示。在編碼

時，先使用外碼 LC (亦即NB-LPDC碼)，將 LK 符元之資訊序列編碼成碼長為 LN 的

碼字(codeword)。接著將 LN 符元長度分為 /s L RK N K   段序列，每一段序列由

RK 資訊符元組成，另將最後一段序列之最後 p s R LN K K N  符元填補為0。 sK 序

列分別使用內碼 RC (亦即RS碼)編碼為 sK 碼字，其碼長均為 RN ，最後將 sK 碼字

依序傳送。 

在接收端解碼時，首先將每一接收到的 RN 符元使用內碼 RC (亦即RS碼)解碼

產生 RK 資訊符元並將其儲存於NB-LDPC解碼暫存器，依序進行 sK 序列解碼(或

僅由癥狀值(syndrome)所構成的關係式計算獲得每一序列之錯誤符元的個數，作

為計算虛擬軟式訊息之參數)，完成後共計 LN 符元儲存於NB-LDPC解碼暫存器。

接著，將所形成碼長 LN 的訊息使用外碼 LC (亦即NB-LPDC碼)解碼，形成 LK 資訊

符元，最後將解碼完成後之 LK 資訊符元傳送給使用者。 
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(NL, KL)
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圖 3 串接 NB-LDPC 碼與 RS 碼之混合乘積碼 

KR

NR

Ks

Information symbols of outer code
with length KL

Check symbols of outer code
with length (NL – KL)

Checks 
on rows

 

圖 4 混合乘積碼的訊息結構 

在每一次解碼時，外碼 (NB-LPDC)碼所需的事前軟式訊息 (prior soft 

information)，將由內碼(RS 碼)解碼器(或偵錯器)之輸出(亦即是輸出每一序列之

錯誤符元數目)獲得，因該軟式訊息(或稱可靠度訊息)非實際由通道所接收的訊

息，故稱為虛擬軟式訊息，其獲得的方法將於下節說明。為利用該虛擬軟式訊息

來獲得好的改錯性能，混合乘積碼設計時將選用較短碼長的內碼(RS 碼)，另選

用較長碼長的外碼(NB-LDPC 碼)，並採用複雜度較低的軟式判決解碼。在

NB-LDPC 碼解碼的初始步驟，將採用由 RS 碼偵錯器所輸出的虛擬軟式訊息當

作每一符元的事前機率(prior probability)。NB-LDPC碼之BP演算法可使用Tanner

圖表示(如圖 5)，其中軟式訊息 ,m nv 及 ,m nu 分別表示「檢查節點(check node) m 對

變數節點(variable node) n」及「變數節點 n 對檢查節點 m」訊息，該訊息在變數

節點與檢查節點之間相互傳遞。圖 5 中 NB-LDPC 碼解碼器之變數節點訊息 nv ，

1 ( 1) ,  2 ( 1) , ,  ( 1)R R R Rn k K k K K k K        的初始值將設定為第 k 個 RS 碼

偵錯器所輸出的虛擬軟式資訊 k ， 1,2, , sk K  。如此，變數節點訊息 nV ，

1,2, , Ln N  將被 NB-LDPC 碼解碼器之檢查節點所交錯(如圖 5)，接著即可採用

BP 演算法進行 NB-LDPC 碼的反覆運算解碼。 
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圖 5 NB-LDPC 碼的 Tanner 圖表示法 

5.2 虛擬軟式訊息之萃取方法 

本節將描述由RS碼偵錯器的輸出，求得虛擬軟式訊息的方法，該虛擬軟式

訊息將作為NB-LDPC碼每一符元的事前軟式訊息。 

考慮 min( , , )R RN K d RS 碼，其中 mind 表示最小距離(minimum distance)。針對

AWGN 通道，訊息符元 1 2[ , ,..., ]n n n pns s ss ( (2),  1,2,...,ins GF i p  )的對數似然函

數(log-likelihood function)可表示為[37]： 

 

2
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1

2

1
( ) ( )   

2

1
         ,      1, 2,...,

2

p

n jn jn
j

n n R

l r s

n N


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

 

  
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 (1) 

其中 1 2[ , ,..., ] (2 )p
n n n pns s s GF s 及 1 2[ , ,..., ] (2 )p

n n n pnr r r GF r 分別表示訊息符元

與接收符元， n nr s  表示訊息符元 ns 與接收符元 nr 間之 Euclidean 距離。 

讓 RS 碼 RC 的第 i 個碼字向量表示為 1 2[ , ,..., ],
Ri i i N iC  s s s 1,2,...,2 RpKi  ，而向

量 iC 的元素 (2 ),p
ni GFs 1,2,.., Rn N ；另接收向量表示為 1 2[ , ,..., ]

RNR  r r r 。因此

碼字 iC 的對數似然函數可表示為： 

 
2

1

1
( ) ,   1,2,..., 2

2

R

R

N
pK

i n ni
n

l C i
 

   r s  (2) 

使用最大似然(maximum-likelihood)解碼時，最佳的碼字 iC 之判決需滿足下列條

件： 

  
1 1

< ,    for 1,2,...,2  and  
R R

R

N N
pK

n ni n nj
n n

j j i
 

    r s r s  (3) 

因此碼字 iC 的可靠度，可定義為對數似然比(log-likelihood ratio, LLR)： 

 ( | )
ln

( | )
i

i

P R C

P R C

 
   

 
 (4) 

其中 iC 表示最接近於 iC 的碼字，亦即是 iC 與 iC 之間的 Euclidean 距離 ( , )i id C C 在

所有碼字中為最短。 
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應用 Bayes 法則並假設於 RC 中之所有碼字為均勻分配 (uniformly distribution)，

則(4)式可推導得到： 

 ( | )
ln

( | )
i

i

P C R

P C R

 
   

 
 (5) 

讓 ( , )D A B 表示碼字 A 與碼字 B 之間不同符元的數目。假設接收向量 R 的錯誤

符元數目為 e， min{0,1,..., ( 1) / 2 }e d    。根據三角不等式， min( , )iD R C d e  ，

在較高的訊號雜訊比條件下，等號成立的機率相當高，因此我們使用下限

min( , )iD R C d e  ，以求得碼字的可靠度。讓 eP 表示發送符元在接收端產生錯

誤的機率，則(5)式之碼字可靠度可表示為：  
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 (6) 

假設使用 q-ary QAM (quadrature amplitude modulation)調變傳送訊息，符元

在接收端產生錯誤的機率 eP 可表示為[37]： 
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其中 avE 表示符元的平均能量，(以下推導合理假設 1avE  )， 2 pq  ，雜訊功率頻

譜密度 2
0 / 2N  。Q-函數可定義為

2 /2( ) (1/ 2 ) y

z
Q z e dy

   ，其上限可表示為

[38]，
2 /2( ) (1/ 2) zQ z e 。我們將 Q-函數上限應用於(7)式，可獲得 
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將(8)式代入(6)式，可獲得 
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在(9)式的推導簡化中，我們假設 2
0 / 2 0N   。 

 假設考慮穩態通道(stationary channel)，碼字可靠度可利用常數 2 / 2 將其

正規化。因此，依據(9)式，碼字中每一符元的平均可靠度可表示為： 
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其中 e 可由 RS 碼偵錯器所接收到符元的癥狀值所構成的關係式計算而得。然後
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依據(10)式計算所獲得的值當作虛擬軟式訊息，該虛擬軟式訊息即可提供作為

NB-LDPC 碼每一符元的事前軟式訊息。 
以上推導之(10)式為通式，當將虛擬軟式訊息應用於二元場時，(10)式中的

2q  ，而 min(3 / 8 )( 2 )RN d e   。我們可串接二元 LDPC 碼與 BCH 碼之混合乘

積碼，而進行 LDPC 碼之 BP 演算法(例如：SPA, MSA(min-sum algorithm)等)解
碼。 

5.3 NB-LDPC碼的解碼演算法之設計方法  

近年來，解碼演算法的改進主要針對三個方面，第一：解碼性能的提昇，經

過改進的解碼演算法可以在同樣的信號雜訊比條件下大幅降低誤碼率；第二：運

算複雜度的降低，經過改進後的演算法更加易於實現，演算法的研究大部分最後

都是要得到實際的應用，高複雜度的演算法在實際應用中沒有競爭力，因此低複

雜度的演算法是實際應用所迫切需要的；第三：解碼速度的提高，高解碼速度隱

含著較高的數據輸送量，這在現今寬頻數位化時代顯得更為重要。NB-LDPC 碼

的解碼演算法針對這三方面均受到研究者的重視並有很好的研究成果，例如從

BP 演算法到 EMS 演算法[15]，計算複雜度被大幅降低，在降低複雜度的同時需

保證解碼性能沒有損失；再比如從 EMS 演算法到分層的 EMS 演算法，解碼速

度又被大幅提昇，而運算複雜度僅少許的增加，運算複雜度的少許增加與解碼速

度的提昇相比是可以忽略的。另文獻[19]提出減少複雜度的 Min-Max 演算法，其

具有兩種 LLR 實現方式，一種是標準實現方式，它的複雜度與有限場元素的個

數平方成正比；另一種是選擇性實現方式，該實現方式的複雜度比於標準實現方

式更低，因此使得 Min-Max 演算法在實際應用上具有很強的競爭力。   

本計畫研究主要在充分利用分層解碼演算法與 Min-Max 演算法的優點，設

計一種高效率的 NB-LDPC 解碼演算法，在保證解碼性能的同時可有效降低解碼

複雜度，更重要的是該演算法將可大幅提昇解碼速度。本研究的解碼演算法將針

對 Min-Max 演算法進一步改良，Min-Max 演算法中複雜度最高的部分是對校驗

節點的處理，在文獻[21]中提出的 forward-backward 演算法簡化了這一過程，使

解碼得到了簡化因而更易於實現，forward-backward 演算法雖然簡化了校驗節點

訊息的計算，但是為了得到最終的校驗節點訊息，必須將 forward-backward 演算

法的計算結果存儲下來，如此將需要大量的存儲空間，所佔用的存儲空間隨著有

限場元素以及奇偶檢查矩陣 H 的行重(column weight)之增加而增加，因此對於高

階以及高行重之奇偶檢查矩陣，存儲空間將成為限制應用的主要因素。改進方法

為，針對 forward-backward 校驗節點處理方法，可僅選取了一部分最可靠的訊息

來參與 forward-backward 處理過程，這就使得需要的計算量可大幅降低，且可大

量減少存儲空間。為便於描述本計畫提出的 NB-LDPC 解碼演算法之研究方法，

先就 Min-Max 演算法與分層解碼方法做簡要介紹，接著說明本計畫研究之改良

Min-Max 解碼演算法。 

(1) Min-Max 演算法 
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在有限場上的 NB-LDPC 碼的奇偶檢查矩陣中絕大多數元素都是 0，非零元

素所占的密度很小，這些非零元素可由有限場的本原元素(Primitive element)得

到。在解碼過程中，可以將反覆運算過程看成在 Tanner 圖的邊上不斷傳遞可靠

度訊息，傳遞的訊息的多寡是由場的階數大小決定，階數越大，傳遞的訊息越多，

所以對資料的處理更加複雜。對於階數為 q 的有限場，需要用 q 個可靠度訊息來

表示各個元素的可靠度大小。在對數域 Min-Max 演算法中，符元的可靠度訊息

可用 LLR 表示： ( ) ln( ( ) / ( ))L P P   ，其中 β是可能性最大的符元，α可以是

有限場中 q 個元素之一，LLR 值可以用來衡量一個符元與可靠度最高的符元間

的距離，值越小則距離越小。 

當計算出 q 個 LLR 後，為便於計算與表示，可將這 q 個 LLR 用向量表示，

為此定義了下述的幾種向量。如圖 5，以 m 表示校驗節點，n 表示變數節點，n
傳遞到 m 的 LLR 向量用 ,m nu 表示，相應的 m 傳遞到 n 的 LLR 向量用 ,m nv 表示；

與 n 關聯的 m 的集合以 ( )cS n 表示，與 m 關聯的 n 集合以 ( )vS m 表示；以

( | )nm a  表示滿足限制條件
( )\v

mj j mnj S m n
h a h 


 的場元素 ( ( ) \ )j va j S m n

的序列集合，其中 ijh 是奇偶檢查矩陣 H 中第 i 列第 j 行的元素。以 n 表示接收

端得到的事前軟式訊息，其代表了變數節點 n 取某個值的原始可能性大小，在實

際情況是傳輸後的訊息 n 已經被通道雜訊干擾，所以需要經過計算來解碼。

Min-Max 解碼演算法的步驟如下[19]：    
初始化： 

 , ( ) ( )m n nu     (11) 

反覆運算過程： 
1) 校驗節點更新： 

  , ,( | ) ( )\
( ) min max ( )

j n v
m n m j ja m a j S m n

v u a



  




 (12) 

2) 變數節點更新： 

 , ,
( )\

( ) ( ) ( )
c

m n n i n
i S n m

u v   


     (13) 

 , , ,
( )

( ) ( ) min ( )m n m n m n
w GF q

u u u w 


    (14) 

3) 事後訊息(posteriori information) 更新： 

 ,
( )

( ) ( ) ( )
c

n n i n
i S n

v    


    (15) 

在進行變數節點更新時，(14)式的計算主要在保證訊息的穩定性，並且使得

一個 LLR 向量中的最小值永遠是 0。在每次反覆運算之後進行判決，直到正確

解碼或達到了規定的最大反覆運算次數為止。因為在(12)式中低估了 LLR 值，所

以 Min-Max 演算法是次佳的，因此可以利用調整因子或偏移量來對該低估進行

補償。在校驗節點更新時，要想得到滿足限制條件
( )\v

mj j mnj S m n
h a h 


 的場元

素的序列集合是很複雜的，為了降低複雜度，[21]文獻研究提出 forward-backward
演算法，該演算法避開了直接計算 ( | )nm a  ，因此簡化了解碼過程。  

(2) 分層解碼方法 
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分層解碼方法被分為行分層解碼方法和列分層解碼方法，在行分層解碼方法

中，LDPC 碼的奇偶檢查矩陣 H 以「行」為基準被分為若干層，稱之為行層，訊

息的更新以行層為基礎一列接一列進行；列分層解碼方法與行分層解碼方法類

似，奇偶檢查矩陣 H 以「列」為基準被分為若干層，訊息的更新以列層為基礎

一列接一列進行。研究結果說明，行分層解碼方法的收斂速度與列分層解碼方法

接近，但是行分層解碼方法的運算複雜度要高於列分層解碼方法，因此在這裡主

要介紹列分層解碼方法。   

當 NB-LDPC 碼具有如圖 7 所示的結構化特徵時，依據行數將 H 矩陣分成若

干層，例如對於矩陣 15 25H 共有 15 列，那麼每 5 列為一層，此矩陣可被分為 3

層，其劃分的方式需經由設計而得。對於規則性 LDPC 碼，Tanner 圖上每一層的

校驗節點均與所有的變數節點有連接，基於此，校驗節點及變數節點的訊息更新

可以一層接一層的進行，具體而言就是首先更新這一層的校驗節點訊息，然後再

更新這一層的所有變數節點訊息，這樣的一次運算作為一次完整反覆運算的子運

算，一層接一層地進行下去，當最後一層被處理過後，一次完整的反覆運算才算

完成。從上一層得到的校驗節點到變數節點的訊息馬上被應用到下一層的變數節

點到校驗節點的資訊計算中，在每一次校驗節點到變數節點訊息更新過後計算符

元的事後機率，因此可導致事後機率更加頻繁地更新，而得到更高的收斂速度。 

       
Layer 1 

2I  
4I  

2I  
3I  

2I  

       
Layer 2 

1I  
3I  

4I  
2I  

1I  

       
Layer 3 

2I  
3I  

1I  
4I  

3I  

 

1I  = 
1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 

 
圖 7 分層解碼的矩陣特徵 

一般而言，對於那些 H 中的某一層有空的子矩陣(元素全為 0)的情況，分層

解碼同樣可行。但是過多的空子矩陣可能會使解碼性能降低，這是因為空矩陣所

對應的變數節點沒有從每次的訊息更新中受益。現以 EMS 演算法[15]為例，說

明分層解碼方法的解碼過程如下。NB-LDPC 碼的非分層的 EMS 演算法校驗節點

更新演算法如下： 

 
( )

( ) ( 1)
, ,

( )
( )\

( | )

( ) min ( )
j j S mv

v
n

k k
m n m j j

a
j S m n

m a

v u a







 

 


 (16) 
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其中 ( )
, ( )k

m n nu x 表示第 k 次反覆運算變數節點 n 傳遞到校驗節點 m 的訊息， ( )
, ( )k

m nv 
表示的是第 k 次反覆運算從校驗節點 m 傳遞到變數節點 n 的訊息，以 ( )n  表示

從通道得到的第 n 個節點的訊息，以 ( )n  表示第 k 次反覆運算後第 n 個變數節

點的事後訊息，則 ( )
, ( )k

m nu  和 ( )n  的計算方法如下： 

 ( ) ( )
, ,

( )\

( ) ( ) ( )
c

k k
m n n i n

i S n m

u v   


    (17) 

  

 ( ) ( )
,

( )

( ) ( ) ( )
c

k k
n n m n

m S n

v    


    (18) 

EMS 演算法應用分層解碼方法時，用變數 l 代表當前解碼演算法所在的層數，例

如用 ( , ) ( )k l
n  表示第 k 次反覆運算在第 l 層得到的節點事後訊息，如此校驗節點

的訊息更新被修改為如下： 

  
( )

( , ) ( , 1) ( 1, )
, ,

( )
( )\

( | )

( ) min ( ) ( )
j j S mv

v
n

k l k l k l
m n j j m j j

a
j S m n

m a

v r a v a





 

 

 


  (19) 

分層 EMS 演算法的變數節點訊息更新方法與非分層 EMS 演算法相同，但是分

層 EMS 演算法的節點事後訊息計算可被簡化為： 

 ( , ) ( , 1) ( 1, ) ( , )( ) ( ) ( ) ( )k l k l k l k l
n n n nR R           (20) 

其中 

 ( , ) ( , )
,

( )

( ) ( )
l
c

k l k l
n m n

m S n

R v 


   (21) 

其中 ( )
l

c
S n 表示 Tanner 圖上連接到變數節點 n 的校驗節點中屬於第 l 層的部分。在

反覆運算開始前， (0, )
, ( )l

m nv  及 (0, ) ( )l
nR  被初始化為 0。 

分層解碼方法除可應用到上述的 EMS 演算法外，也可應用於 BP 演算法及

Min-Max 演算法。 

(3) 本計畫研究之改良 Min-Max 解碼演算法 

如上述分層解碼不僅改善了解碼性能，而且使解碼速度得到了很大的提升。

因此本研究的 NB-LDPC 碼的解碼演算法將充分應用 Min-Max 演算法及分層解

碼方法的優點，並加以改良，具體的解碼過程描述如后。如圖 8 所示，對於行重

為定值 cd 的 NB-LDPC 碼，在 Tanner 圖上，每一個校驗節點將會有 cd 個變數節

點與之相連接，每一個變數節點傳遞給校驗節點的資訊都是一個 q 維向量，將每

一個變數節點稱為一階(stage)，每一階都由 q 個訊息點組成，因此總共有 cd q 個

訊息點，從這 cd q 個訊息點中找出前 s 個最小 LLR 值的訊息點，並從小到大排

列(如圖 8 之紅點部分)。在 Min-Max 演算法中，(14)式的運算可以得出每一階會

有 LLR 值為 0 的訊息點，如此在找出 s 個最小 LLR 值的訊息點後，在某一階上

可能只有一個LLR值為 0的訊息點，這意味著這一階上的其它訊息點對應的LLR

值都很高，因此對這一符元的硬式判決具有很高可靠性，在此我們將這樣的階稱

為 zero stage(如圖 8 之*號部分)，其它的訊息點的階稱為 nonzero stage。獲得 zero 

stage 及 nonzero stage 以後，forward-backward 演算法可以被進一步簡化，假設第

i 階是 zero stage，那麼當 forward 過程前進到第 i 步時，由於計算時僅涉及 LLR
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值為 0 的訊息點，如果用 0
i 表示第 i 階 LLR 值為 0 的訊息點所對應的場元素值，

那麼 max 操作可以被忽略，因為 1max( ( '),0)if   一定是 1( ')if  ，同時 min 操作

也不再需要，因為 0
i 與每一 ' ( )GF q  的和均不同，所以 ( )if  可以簡單地等於

0
1( ' )i if    ，因此 if 可以當成是 1if  的一個置換(permutation)，該置換是由 0

i 決

定。   

q rows

dc  stage

forward backward

* * *

 
圖 8 NB-LDPC 碼校驗節點與變數節點的圖形表示  

假定 forward 過程再向前處理，如此當計算得到
cdf 後，

cdf 即包含所有圖 8

中所有紅點的 Min-Max 的結果，在計算(12)式 , ( )
im nv  時，即不再需要第 i 階的

訊息，對於 0' i    的 Min-Max 結果，直接就可以利用 0
, ( ) ( ' )

i cm n d iv f    計

算得出，因此對於那些 zero stage 的校驗節點到變數節點訊息可以非常容易地通

過
cdf 計算得出，對應的中間結果 1if  和 1ib  也不再需要存儲。由以上分析可知，

中間結果存儲的減少有賴於 zero stage 的多少，為了降低複雜度，減少需要存儲

的中間結果，我們可以設置一個最大值 t，用 t 來代表 nonzero stage 的個數，假

定 LLR 值不為 0 的訊息點被從小到大排列，它們屬於第 0 1, ,...x x 階，如此前 t 個

不同的 ix 可以被找到，這 t 個 nonzero stage 就是最終被留下的 nonzero stage，因

此就可進一步減少需要存儲的中間結果。forward 和 backward 過程進行時所使用

的仍然是那些被選出的 s 個訊息點，然而只有那 t 個 nonzero stage 所對應的中間

訊息被存儲下來，而且在產生校驗節點訊息時，只有 nonzero stage 對應的變數節

點依照原方法計算，其它的 zero stage 則依據
cdf 就可以計算出校驗節點訊息。

因此，需要存儲的訊息量由原來方法的2( 1)cd  個訊息向量減少為 2t+1 個訊息向

量。 

為便於描述改良 Min-Max 解碼演算法，我們將 H 矩陣分為 L 層，每一層有

lr 列，第 k 次反覆運算第 l 層校驗節點到變數節點的訊息用 ( , )
,

k l
m nv 來表示；用 ( , )

,
k l

m nu

代表第 k 次反覆運算第 l 層變數節點到校驗節點的訊息；用 ( , )
,

k l
m n 表示第 k 次反覆

運算第 l 層後所得到的事後訊息；用
in 表示從變數節點選取的 s 個最小值中，

在第 in 階所佔有的部分。對第 0 層、第 1 層、…、第 L-1 層的變數節點和校驗節

點都連續處理一遍後，即完成了一次完整的反覆運算過程。  
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改良 Min-Max 解碼演算法步驟如下： 

步驟 1： 初始化： 

 計算 ( )n  ， , ( ) ( )m n nu    。對所有的 m 及所有 ( )vn S m ，令

, ( ) 0m nv   。 
步驟 2： 預先處理： 

對於每個 m，找出 , ( )m nu  的前 s 個最小值，找出 t 個 nonzero sage，標

記每一階的 LLR 值為 0 處的值。 
步驟 3： 反覆運算過程： 

1) 對於第 k 次反覆運算的第 l 層，計算 ( , )
, ( )k l

m nv  ，其中 forward-backward 計

算方法如下： 

  
1

( , )
1 ,

( , )
1 ,{ ' '' , '' }

( ) ( )

( ) min max( ( '), ( '')) ,   1
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  由此可得 ( , )
, ( )k l

m nv  為： 

 
1

( , )
, 2

( , )
,

( ) ( )

( ) ( )
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k l
m n

k l
m n d

v b

v f

 
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 

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  (24) 

  對於1 ci d  ，如果第 i 階是 zero stage，則 

 ( , ) 0
, ( ) ( )

i c

k l
m n d iv f     (25) 

其中 0
i 代表的是 zero stage 的 α值，如果第 i 階是 nonzero stage，則  

  ( , )
, 1 1

' ''
( ) min max( ( '), ( ''))

i

k l
m n i iv f b

  
    

  (26) 

2) 對於第 k 次反覆運算第 l 層，計算事後訊息： 

 ( , ) ( , 1) ( , ) ( 1, )
, ,( ) ( ) ( ) ( ),   ( 1)k l k l k l k l

n n m n m n l lv v l r m l r                (27) 

其中 lr 為第 l 層的列數。 

3) 若解碼成功或達到最大反覆運算次數則終止反覆運算，否則計算變數節

點的訊息，並對 ( , 1)
,

k l
m nu  繼續進行預先處理，處理方法同步驟 2。 
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6. 結果與討論 

為了驗證所提出方法的有效性，我們使用由 ( , )L LN K LDPC 碼與

( 1, )B BN K eBCH 碼所構成的串接碼進行模擬，所提出的 LDPC-PSI 性能將

以位元錯誤率(bit error rate (BER))及每一次解碼之平均迭代次數(average 
number of iterations (ANI))進行評估。 
 模擬時採用(1023, 781) EG-LDPC 碼串接(16, 7)eBCH。LDPC 碼之解碼

NMSA [4]，IMWBF [7] 及 PWBF [8] 演算法 圖 3 和圖 4 分別說明使用接

受到的軟式資訊的 LDPC 解碼演算法與所提出的 LDPC-PSI 演算法的 BER
性能及 ANI 比較。圖中顯示 LDPC-PSI 演算法的性能與使用接受到的軟式

資訊的 LDPC 解碼演算法的性能大致相同，例如在，LDPC-PSI 演算法與使

用接受到的軟式資訊的 LDPC 解碼演算法的性能相比，僅相差 0.1-0.2dB。
然而 LDPC-PSI 結合 IMWBF 演算法(LDPC(IMWBF)-PSI)可快速的收斂，與

使用接受到的軟式資訊 IMWBF 演算法相比，每一次解碼的 ANI 可減少 40%
至 50%。 
 為更進一步說明 LDPC-PSI 演算法與使用 HIHO 解碼的 TPC 演算法之

性能比較。我們使用(4095, 3367)EG-LDPC, eBCH (32, 26, 4)2 Closed-chains 
TPC (CCTPC) [20] 和 eBCH (32, 26, 4)2 標準HIHO (TPC) 解碼器比較。BER
性能比較顯示於圖 5。圖中說明所提出的方法和 CCTPC 及 TPC 比較，在

6BER=10
 所提出的方法分別可獲得 0.6dB 和 1.7dB 的解碼增益。 
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圖 3 使用接受到的軟式資訊的 LDPC 解碼演算法與所提出的 LDPC-PSI 演算法

的 BER 性能比較 
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圖 4 使用接受到的軟式資訊的 LDPC 解碼演算法與所提出的 LDPC-PSI 演算法

的 ANI 性能比較 
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圖 5 LDPC-PSI 演算法與使用 HIHO 解碼的 TPC 演算法之性能比較 

 

由於LDPC碼的錯誤控制效能非常接近Shannon限界，同時具有更快的解碼速

度、較低的誤碼平層、具有平行且疊代的架構、解碼器簡單適合硬體的實現等優

點。目前在深空通訊、無線區域網路(IEEE 802.11n)、Wimax (IEEE 802.16e)、衛

星數位視訊廣播標準(DVB-S2)等系統中皆被採用，因此在未來有關LDPC碼的應

用將更為廣泛。本計畫研究主要針對NB-LDPC碼在解碼時，事前軟式訊息不易

從通道獲得的應用，提出兼顧低複雜度與高編碼增益性能之解碼演算法的理論設

計與硬體實現，其研究成果在學術研究與實際應用等方面將有實質貢獻，主要包

括： 

(1) 本計畫設計串接 NB-LDPC 碼與 RS 碼之混合乘積碼及使用虛擬軟式訊息於

NB-LDPC 碼之解碼演算法，設計完成的混合乘積碼之編解碼器，將具有低

複雜度與高編碼增益性能，易於實現且可達到即時性的傳輸需求，因此將可

推展至目前及未來的超高速無線通訊系統使用。   

(2) 本計畫設計針對事前軟式訊息不易從通道獲得的應用，開發具有抗叢發錯誤

和多隨機符元錯誤能力之 NB-LDPC 碼的解碼演算法，將應用至高速光通

訊、快閃記憶體，高密度的磁性儲存器等系統，是目前錯誤控制碼研究之重

要議題。 

(3) 藉由本計畫對 NB-LDPC 解碼演算法之研究，開發符合低複雜度與即時性需

求的 FPGA 硬體電路，技轉給民間產業，開發無線通訊、光通訊、快閃記憶

體，磁性儲存器所需的相關產品，提昇國家產業競爭力。   

 


